
Leçon 106

Groupe linéaire d'un espace vectoriel de

dimension �nie E, sous-groupes de GL(E).
Applications.

I - Le groupe linéaire

II - Actions du groupe linéaire

III - Propriétés relatives au corps

de base

Dev 1 : Théorème de Lie-Kolchin

Dev 2 : Théorème de Kakutani et sous-groupes

compacts de On(R)

I - Le groupe linéaire

1) Sous-groupes de GL(E) : def SL ◁ GL, suite exacte, centre,

PGL,PSL, centres, Burnside, matrices de permutation [Rom21]
2) Transvections et dilatations : def et propriétés, équiva-

lences, conjugaison [Rom21], [Per04]
3) Générateurs : def transvections, dilatations,
<transvections>=SL, <transvections, dilatations>=GL, pi-
vot de Gauss [Rom21]
4) Groupes dérivés : inclusions, égalités, D(SL2(F2)) ∼= A3,

D(SL2(F3)) ∼= H8, dev 1 [Rom21]

II - Actions du groupe linéaire

1) Sous-groupes d'isométries : isométries préservent points
extrémaux, se ramener au cas linéaire, groupes d'isométries de
polygones/triangles/tétraèdre/cube/dodécaèdre, sous-groupes
�nis de SO3(R) [CG18], [Rom21]
2) Action par équivalence : def, orbites, invariant, forme nor-

male [Rom21]/[CG17]
3) Action par conjugaison : def, orbites, invariant, forme nor-

male [Rom21]/[CG17]
4) Action par congruence : def, orbites, invariant, forme nor-

male, lien formes quadratiques [Rom21]
5) Action sur les sous-espaces : def, transitivité,
stabilisateurs, dénombrement des matrices nilpo-
tentes/diagonalisables/trigonalisables sur Fq [CG18]

III - Propriétés relatives au corps de base

1) Isomorphismes exceptionnels : cardinaux GLn(Fq), SLn,

PGL, PSL, isomorphismes exceptionnels [CG18]
2) Topologie de GL(E) pour K = R ou C : def norme triple,

GL Banach, ouvert de L(E), densité, continuité de l'inverse, O(E)

compact, dev 2 , pas de petits sous-groupes [Rom21], [Szp09]
3) Résultats de connexité : GLn(C) ∼= C∗×SLn(C), GL+

n (R) ∼=
GL−

n (R), GL+
n (R) ∼= R+

∗ × SLn(R), connexité de GLn(C), SLn(C),
SLn(R), composantes connexes de GLn(R), app : surjectivité de
l'exponentielle [Szp09]
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